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PREFACIO 


En el curso escolar de las Matemáticas, el alumno estu- 
dia Jas propiedades de las desigualdades y los métodos que 
se emplean para resolverlas еп los casos más sencillos (desi- 
gualdades de primero y de segundo órdenes). 

Еп este libro el autor no se traza como meta exponer las 
propiedades principales de las desiguldades; sólo pretende 
dar a conocer a los alumnos de los grados superiores de la 
enseñanza media algunas desigualdades notables que desem- 
peñan un papel importante en distintos capítulos de las 
Matemáticas Superiores y explicar cómo se aplican a la de- 
terminación de los valores máximos y mínimos de ciertas 
magnitudes y al cálculo de algunos límites. 

Fl libro contiene 63 problemas; 35 de ellos, acompañados 
de su solución detallada, constituyen el contenido fundamen- 
tal del libro; los 28 problemas réstantes, insertados con otro 
tipo de letra а] final del $ 1 del capítulo 1 y de los $$ 1, 3 y 4 
del capítulo ІІ, aparecen en forma de ejercicios. El lector 
podrá encontrar las soluciones de los ejercicios al final del 
libro. 

Sin duda, para el alumno es más útil resolver unos cuan- 
tos problemas difíciles que una gran cantidad de problemas 
sencillos. 

Por eso recomendamos que se recurra a las respuestas 
sólo después de haber encontrado una solución propia, la 
cual puede diferir (¡sería magnífico!) de la que propone el 
autor. 

Tanto а) demostrar las desigualdades como al resolverlos 
problemas, el autor se ha basado exclusivamente en las pro- 
piedades de las desigualdades y de los límites estudiados en 
el noveno grado de la enseñanza media. 

El folleto, porsu contenido, puede servir de base para un 
curso facultativo en Jos grados superiores de la enseñanza 
media. 


P. Korovkin 
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CAPÍTULO Г. 


DESIGUALDADES 


La importancia de las desigualdades se debe a que éstas 
se aplican en diferentes problemas de la Ciencia y de la 
Técnica. 

La razón de ello estriba en que sólo podemos encontrar 
los valores aproximados, y no exaclos, de las maguitudes 
que se determinan en uno u otro problema práctico (como, 
por ejemplo, la distancia a la Luna, la velocidad de la 
Luna, etc.). бі z es el valor encontrado y Az es el error de 
medición, el valor exacto y de la magnitud verifica las 
desigualdades 


т-І|Аг:|<у%2-|Аг|. 


Al resolver problemas prácticos, es preciso tomar en 
consideración todos los errores de medición. Es más, a medi- 
da que se porfecciona la técnica y se hacen más complejos 
los problemas, debemos perfeccionar la propia técnica de 
medición de magnitudes. Los grandes errores en las medi- 
ciones resultan inadmisibles cuando se trata do la solución 
de problemas técnicos complejos (el arribo de un aparato 
cósmico a un lugar determinado de la Luna, de una nave 
cósmica a Venus, etc.). 


$ 1. Parte entera del número 


La parie entera del número т (designada por |41) es el 
mayor número entero que no sobrepasa с. 

De esta definición resulta que siempre [rl < z, pues 
la parte entera no sobrepasa z. Por otro lado, como [z] es el 
mayor número entero que cumple esta desigualdad, tenemos 
que [xl 4 1>z. 

Por lo tanto, [z] es el número entero que cumple las 
desigualdades 


[т] <z < Ez] 4-4. 
Por ejemplo, de las desigualdades 


3<л<4, $c 6 —2<—-/й<—1, 5-5«0 
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l—————————————— 
resulta que 


1-3, [5]=5 (-Уй--2, (525. 


En los cálculos aproximados es muy importante saber 
determinar la parte entera de una magnitud. En efecto, si 
conocemos la parte entera de una magnitud т, podemos 
tomar (2) 6 [z] + 1 como valor aproximado de Ја magnitud 
2 comotiendo un crror que no pasa de Ja unidad, pues 

Os =: — [z] < [el +1 — [2] = 1, 
0 < Iz] -- 1 —х< [ж] + 1 15] = 4. 
Es más, ol hecho de conocer la parte ontera de una magnitud 
permito hallar fácilmente su valor con un error que no pasa 
de + Ese valor puede tomarso igual а [г] -+ +. 
Señalemos por último que conociendo la parte ontera de 


un número podemos determinar éste con cualquier grado de 
exactitud. Efectivamente, puesto que 


INz) < Хә S INz] + 1, 


tenemos 
is 
Es decir, el número 
ү. 
difiere del número z en 3 todo lo más. Si N es grande, el 


error será pequeño. 

En los problemas que siguen se determina la parte entera 
de algunos números. 

Problema 1. Hallar la parte entera dol número 


1 1 4 1 
r—d4d4—--—L———-—. 

r tystystyrtys 
Solución. Emplearemos las desigualdades 


1<1<1, 


з 
ол<у 4-9, 


о5<у/2<о4, 
05<y/ l«05 


04<y/ 1-05 

(que se obtienen calculando las raíces, por defecto y por ex- 
ceso, en menos de 0,1). Sumando estas desigualdades, encon- 
tramos 
140,740,5 +0,5 0,4 << z «1 + 0,84 0,6 +0,5, + 0,5, 
о sea, 3,1 < х < 3,4 y, por consiguiente, [=] == 3. 

Notemos, en relación con esto ejemplo, que el número 
3,25 difiere do z en 0,15 todo lo más. 

Ejemplo 2. Hallar la parte entera del número 

1 1 1 1 
peste vitvsityrt* V 7007000 ` 

Solución. La única diferencia entre este problema y el 
anterior es el número de sumandos: en el primero eran 5 y 
ahora son 1 000 000. Pero esta circunstancia hace imposible 
la aplicación práctica del método de solución anterior. 

Para resolver el problema analicemos la suma 


1 1 1 1 
Utyrtystyrtoety 


Con este fin demostramos las desigualdades 
A тур2 Vn—2Y2—i. (0) 
En ofecto, puesto que 
2VnFi—2Vn= AAS Vatis y». 


Y n 
= 2 
VA VA 
y puesto que 
Үт+т>ү», 
tenemos 


уа-уа Н 
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Homos demostrado Ja primera de las desigualdades (1); la 
segunda se demuestra de un modo análogo. 
Бі en las desigualdades (1) tomamos n = 2, 3, 4, ... 
‚+, R, ohtenemos 


ИЗ рі у 
2y3 ide. ^ Me 2, 
2У1-2У3<-<2/3-2у?, 
2у5-2У1< 7р «212/3, 


Sumenos ahora estas desigualdades: 
ze 5 1 1 
2 1—-2y 2 < ——--—— 
үт y2« ҮЗ КҮҮ 
1 ! ге 
tyr sedg mV л--2. 
Agregando 1 а todos los miembros de las desigualdade, ohte- 
nidas encontramos 


/aii-2y3 p di 
уа ауа са а evt 


1 1 /- Й 
Уру Maot (2) 
Puesto que 2/2<3 y /п-Е1:> п, de las desigual- 
dades (2) se deduce que 
2yn—2«14 


Empleando las desigualdades (3) es fácil encontrar ahora 
la parto entera del númoro 


1 1 1 1 
«da ШІ зай б 
Гур үрүү cc ty TUS 
En efecto, si en las desigualdades (3) tomamos n. == 1 000 000, 
tendremos 
2y1000000—2 — 

1 І 1 ТТТ. 

А+ + жер ЛУ 00000004 
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о sea, 
1998 < y < 1999. 
Por consiguiente, [y] = 1998. 

De las desigualdades (2) se deduce que el número 1998,6 
difiere de y en 0.4 todo lo más. Por lo tanto, hemos calculado 
el número y en menos del mu 7 % = 0,02%. Los números 
1998 y 1999 difieren del número y a lo sumo en Ja unidad 
y el número 1998,5 en 0,5 todo Jo más. 

Analicemos ahora un problema de otra índole. 

Problema 3. Demostrar la desigualdad 


135 99 1 
ттт СЛ 
Solución. Pougamos 
EIER 
Кадет, 


Puesto qne 
Т 2 3 4 5 6 90 100 
TET E Vg 


resulta que = < y y, por consiguiente, 


129456 99 00 1 
PLATET TTT O O T= 


Extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros de esta 
desigualdad, encontramos 


z< c4. 


ИТА 
Ejercicios 
1. Demostrar las desigualdades 
узун Ll 


1 "S x РА 
eu Ay Va =V m3. 


2. Demostrar ias desigualdades 


1 1 П 
<= TZ od ——— 1800,02. 
y 190% yim хай V (00000 
3. Mallar [502] si 
———— — 
Y 10000 үш Ито)’ 


Respuesta, |50) = 90000, 
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4. Aplicando la inducción matemática, demostrar la desigualdad 


$ 2. Media aritmética y media geométrica 


Si тү, 2,...., Т, Son números positivos, los números 
„tst E 


m 


formados a base de ellos, se denominan, respectivamente, 
media aritmética y media geométrica de los mümeros ту, 
Ша)... Zn. Para estos dos números O. Cauchy, matemá- 
tico francés, demostró a principios del siglo pasado la desi- 


gualdad 
g<a 


que se aplica frecuentemente en la solución de problemas. 
Demostraremos esta desigualdad exponiendo previamente 
una proposición auxiliar. - 

Teorema 1. Si el producto de n números positivos 21, 
Тр...) 2, €S igual a 1, la suma de los mismos no es menor 
que n: 

Wy... XQ == ісе-2,--2,-Һ...--т.>п. 

Demostración. Emplearemos el método de.-inducción 
matemática *). Comprobaremos primero que el teorema 
es válido para n — 2, o sea, demostraremos que 

Gi = 1 => 21 +2%>2. 
Con este fin consideremos por separado dos casos: 

1222221 
En este caso tenemos тү -+ 2, = 2 y el teorema queda demos- 
trado. 


3) Una exposición detallada del método de indus- 
ción matemática puede verse en el libro de 7. S. Sominski «Método 
dela inducción matemática» (Editorial MIR, 1975). 
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2 0« z, < zs 
En este caso tenemos 2, < 1, y х, 7» 1 puesto que el pro- 
ducto es igual a 1. De la igualdad 
(1 — 2) (£a —1) = 2% + 3, — д, —1 
se deduce que 
жу + = жу, +1 + (1 — д) (ш, — 1). (4) 
La igualdad (4) ha sido establecida sin imponer condición 
alguna a los números г; y z,. Teniendo en cuenta ahora que 
жул, = 1, obtenemos 
mon =24 (1%) (n — 1). 
Finalmente, puesto que z; < 1 < z;, el último número re- 
sulta positivo y por eso z, + 2 > 2. О sea, el toorema queda 
demostrado para п = 2. Notemos que la igualdad 
. A+ 2 
se cumple sólo si х; = z. En cambio, para z; + х, se tiene 
2-ГЕ а, >2. 
Basándonos en el método de inducción matemática, 


supondremos ahora que el teorema es válido para n = k, 
es decir, supondremos que la desigualdad 


а-а, Ға... Ғаж>Е 
tiene lugar si zjz525. .. z, = 1, y demostraremos el teo- 
rema para n = k + 1, o sea, demostraremos que 
а + tit tit... zb xa mkd1 
Si 23253... Zag = 1, donde z, >0, 24 > 0, 24 0, ... 


sw HA R0, Lp >0. 
Notemos ante todo que siendo 


ЛЛ... таты = 1, 
зе pueden presentar dos casos: 
1) todos los factores z,, Ta, 2, .. ., 24, Tas, SON igua- 
les, o sea, 


жү = XQ = Шу =... = Th = Лү; 


2) no todos los factores son iguales. 
En el primer caso todos los factores son iguales a la 
unidad y la suma de los mismos os igual a k 4- 1, o sea, 


а + zs Еа... аа d Xa = kti. 


14 


Ен el segundo caso. entre los factores del producto 
211)... Талақ habrán números mayores y menores que 
uno (si todos los factores fuesen menores que uno, el pro- 
ducto sería también menor que uno). 

Sea, por ejemplo, ху < 1 y т > 1. Tenemos 


(клал) 2а... Tn + 
Poniendo y, - тух. obtenemos 
303... — 1. 


Puesto que aquí el producto de k números positivos es igual 
а la unidad, resulta (por hipótesis) que la suma de los mis- 
mos no es menor que &, o sea, 


zer d ERE 
Pero 
Wy rog db | | ача 

= (p F аз do Еа) e — Y + > 
Skt tmi mbr RD) ti — Y on — 1. 


Recordando que уу -= үлү, Oblenentos 


A e 2 


E —1= 
== (k + 1) + (т — 1) (1 — 2). 


Puesto que т, < 1 y tryg > 1, tenemos (ғы — 1)(1—у);> 
>0, y, por consiguiento, 


а іт Ааа... tm > 
mob) d Gus — 1) И — 2) >k HA. 


Соп esto queda demostrado el teorema 1. 
Problema 1. Demostrar que Si Ty, To, 2), ..., Tp SON 
nümeros positivos, se tione 


@ Жік dia 
Ei ho q Ima 
7 +3 *n 1 


соп la particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar 
sólo si 
Hp =%y=%3=... = XR 


Solución. Puesto que 
хх 
"by mg a 
la desigualdad se dednce del teorema 1. El signo de igualdad 
беле lugar sólo si 


а тз 


72 23 


о sea, sólo si z, = Zg = 23... = ду. 
гаг ja desigualdad 


Puesto que el producto de los sumandos del último miembro 

es igual a la unidad, la suma de los mismos no es menor que 

dos. El siguo de igualdad tiene lugar sólo рага т == 0. 
Problema 3, Demostrar que para a > 1 so lione 


Ig a + log, 10 > 2. 


Solución. Puesto que log, 10-lg a = 1, tenemos 


lga log, 0 — lega 2. 


Problema 4, Demostrar la desigualdad 
E 1 
EET < 
Solución. Dividamos entre 22 ol numerador y el denomi- 
nador del primer miembro de la desigualdad: 
т 1 


1 1 
Puesto que = д2 = 4, tenemos ті 2? > 2, у. por con- 
Siguiente, 
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Pasemos ahora а demostrar la afirmación enunciada al 
principio del parágrafo. 

Teorema 2. La media geométrica de números positivos 
по pasa de la media aritmética de estos mismos números. 

Si los números ту, Tz, ..., Т, no son todos iguales, la 
media geométrico de estos números es menor que su media arit- 
mética. 

Demostración, De la igualdad g — Vn. «Tp 58 
deduce que 


= | ZE о зов, Ма, 24 
[f g 


Debido a que el producto de m nümeros positivos es 
igual a 1, resulta (por el teorema 1) que la suma de los mis- 
mos no es menor quo л, es decir, 


Fr Za 
2. + 2 +...+ 5 >п. 
Multiplicando рог g y dividiendo entre n ambos miembros 


de la última desigualdad, obtenemos 


bad іа >, 


а= 


Notemos que la igualdad tiene lugar sólo cuando 


E E 
e =7 =l, 0 sea, U4=%4=...=%,=8. 
Por el contrario, si los números z,, z,, ...,2, no son todos 


iguales, se tiene 
a>g. 


Problema 5. Entre todos los paralelopípedos con la 
suma fija de sus tres aristas recíprocamente perpondicula- 
res, hallar el paralelepípedo de volumen máximo. 

Solución. Sea т = a -- b -- c la suma de las aristas 
y sea V — abc el volumen del paralelepípedo. Puesto que 


Ӯ = Va <A, 


т 


а-б-с —- o sea, si el paralelepípedo es un cubo. 
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Problema 6. Demostrar la desigualdad 
a< (Y 1>2 (5) 


Solución. Empleando el teorema 2, tenemos 
ya рЫ. E (ntin ai 
т 3 oncit t 


kr NR d 
Elevando a la n-ésima potencia ambos miembros de la última 
desigualdad, obtendremos la desigualdad (5). 

Definición. El nümero 

1 
ds ( ағы Өзіндік 
se denomina media potencial de grado а de los números 44, 
ан...) йл. En particular, el número 


Atat. otan 
n 


es la media aritmética do los números a, dy, . . +, аъ; el 
número 


іы (азаа)? 


n 


se denomina media cuadrática, y el nümero 


im sepsis o ену n 
we omo 4. Таны UE 
а dy 7755 s 
se denomina media armónica de los números а, 44, . . ., Gp. 


Problema 7. Demostrar quo Si aj, da, ..., An Son núme- 
ros positivos y si ж < 0 < p, se tione 
Ca © E S Op, (6) 
0 sea, que la media potencial de grado negativo no pasa de 
la media geométrica y que la media potencial de grado posi- 
tivo no es menor que la media geométrica. 


Solución. Debido a que la media geométrica de núme- 
ros positivos no pasa de la media aritmética, tenemos 


agag.. at 74-554... «—% ttotta ó 


2-01405 
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Elevando ambos miembros de la ültima desigualdad a la 
potencia A y tomando en consideración que Lc 0, obte- 
nemos 
1 
— RA 21.4 ехе 
t= aa па (ttem жары. 
Con esto queda demostrada la primera de las desigualda- 
des (6); la segunda se demuestra análogamento. 
De la desigualdad (б) se deduce, en particular, que la 
media armónica с.і no pasa de la media aritmética с. 
Problema 8. Demostrar que Si а, dz, ..., а, Son núme- 
ros positivos, зо tione 


ғал Ly il) 
аға ctm (аас) 2 
Solución. Puesto,que с.) < g < су, tenemos 


ана. EA 


De esta desigualdad se deduce que 
2 Sat ER 
п (аа а) (our): 
Problema 9. Demostrar la desigualdad 
паа... Sap b ap +... а, (7) 
donde a, >Q, аҙ>0,..., а,>0. 
Solución. Puesto que la media geométrica no pasa de la 
media aritmética, tenemos 3 
ала... an У абаў si, 


Multiplicando por п ambos miembros de esta desigualdad, 
obtenomos la desigualdad (7). 
De la desigualdad (7) se deduce que 


2010, < а + а, Заазаз < а + aj + а, 
4азалаза < аў + a$ + а + аф, 


o sea, el producto duplicado de dos números positivos по pasa 
de la suma de sus cuadrados, el producto triplicado de tres 
números no pasa de la suma de sus cubos, etc. 
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$ 3. El número e 


El número e desempeña un papel importante en las Mato- 
máticas. Daremos su definición después de resolver una 
serie de problemas en los que se aplica solamente ol teo- 
rema 2, 

Problema 1. Demostrar que cualesquiera que sean los 
números positivos a y b (а ҙе b) es válida la desigualdad 
пни amb 
ат ат. 

Solución. Tenemos 

н 


c ———-—. 

DHT пни р o аЬ... а-а 

Иал — "ab, с mE LET "Г 
a 


que es lo que se quería demostrar. 
Problema 2. Demostrar que a medida que aumenta n 
también aumentan las magnitudes 


(ep) y (1) 


о sea, que 
$ 1 
a (o Y -ae(t--R). 


ngi 


Solución. Tomando a = 1 y b = 14-4. en la dosigual- 
dad del problema anterior, encontramos 
1 
ам лр dene) 
ү И <= 


Elevando ambos miembros de esta desigualdad a la potencia 
(n + 1) tendremos 


4 yn i уан 

(1-2) <(14++) ‚ 0 504, y < zy. 

La segunda desigualdad se demuestra análogamente. 
Problema 3. Demostrar que 


„һ=(+)"" 


9 
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decrece а medida que aumenta л, o sea, 


n>m àit) 
Solución. Tenemos 


м (1) (Ly 


1 


Lr 

ГЕП 

(véanse las designaciones del problema 2). Como 2, aumenta 
а medida que aumenta zt, rosnila quo y, decreco. 

En los problemas 2 y 3 hemos demostrado que 


а= (164) 2а (164) 


=2,25<11)<...<< 
> (164) 


Es 
Por otra parte, 


=3,315>Y3 >... >Yn> 


2 <= (14E) <(1+у)''=һ<и=4. 
Luego, la variable =, satisface dos condiciones: 


1) х, crece monótonamente a medida que aumenta л; 
2) x, es una variable acotada (2 < z, < 4). 


Es conocido que toda variable acotada y monótona cre- 


ciente tiene límite. Por lo tanto, existe el límite do la varia- 
ble z,. Este límite se designa por la Jelra e, o sea, 


e=lím z, =lím (iy. 


неме 
Como quiera que la variable 2, tiende a su límite aumentan- 
do, resulta que х, es menor que su límite, o sea, 


4 yn 
(1) е (8) 
Es fácil ver que e < 3. En efecto, si n es grande, tenemos 


Xa X a <Ys= (1) = 2985984. 
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Рог lo tanto, también 
e= lím zn < 2,985984 < 3. 


п 

El número e, al igual que el número л, desempeña un 
papel importante en las Matemáticas. Se emplea, por ejem- 
plo, como base de logaritmos denominados logaritmos natu- 
rales. El logaritmo del número № respecto a la base e se 
representa simbólicamente por la N (y se lee así: logaritmo 
natural de М). 

Se sabe que los nümeros e y л son irracionales. Cada uno 
ha sido ya calculado con 808 signos decimales; se Liene 


e = 2,7182818285490 . . . 
Demostremos ahora que el límite de la variable y, es 
también igual a e. En efecto, 


lim y, = т (1 I)" lim (14-2) (1+) = #==е, 


Puesto que y, decrece а medida que se aproxima a в (véase 
el problema 2), resulta que 


4 yart 
( + т) ш i (9) 

Problema 4. Demostrar la desigualdad 
a> (2). ao 


Solución. Domostraremos la desigualdad (10) aplicando 
el método de inducción matemática. Es fácil comprobarla 
paca п = 1. En efecto, 


1=1>(4). 
Supongamos que la desigualdad (10) se cumple para n = k, 
о Sea, 
а> (ty. 


Multiplicando por k 4-4 ambos miembros de esta última 
desigunldad, obtenemos 


(к) = dee (E een (ey 


n 
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Pero, segün la desigualdad (8), tenemos (i) <e у, 
рог езо, 


@ыу> (Et)! ec. (et ү”, 


e e с 


es decir, hemos demostrado la desigualdad (9) para n = 
=k + 1. Con esto, la desigualdad (9) queda demostrada 
para cualesquiera valores de n. 

Puesto que е << 3, de la desigualdad (9) se doduce que 


"(47 
Empleando la última desigualdad os fácil domostrar que 
300! > 100%, 
En efecto, tomando n. == 300, obtenemos 
3001 > (2) =100%0, 


De Ја misma forma que ha sido demostrada la desigualdad 
del problema 4, se puede demostrar esta otra 


agi J 


"<“( 


$ 4, Desigualdad de Bernoulli 


En este parágrafo demostraremos, apoyándonos en e) 
teorema 2, la desigualdad de Bernoulli que tiene interés por 
sí sola y se aplica frecuentemente en la solución de problemas. 

Teorema 3. Si z z —1 y 0 < а <i, entonces 


( 2-3 x 4 aa (4) 
Еп cambio, si a<0ó à >, se tiene 
И) zio ал. (42) 


El signo de igualdad en (41) y (12) se cumple sólo раға z = 0. 
Demostración. Supongamos que œ es un número racional 


con la particularidad de que 0 < œ < 1. Sea a = 15, donde 
m у n Son mümeros enteros positivos y 1 < m <n. Debido 
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a que 1 + z >> 0 por hipótesis, tenemos 


n 
+2) 00а) AET 


=К@ (+ ES 


тус. 
A СЫ; 
x 


@+8-+(+-+...+@+-+1-41+... 
A RAN OEC. 


o (1+ )+п—т ams _ 


El signo de igualdad tiene lugar sólo si todos los factores 
que figuran debajo del radical son iguales, o sea, si 1 -+ x= 
= 1, z = 0. En cambio, si г 5 0, tenemos 


UHA «1 + az. 


Es decir, hemos demostrado la primera parte del teorema 
para el caso en el que с es un número racional. 

Supongamos ahora que а, 0 < @ < 1, es un número irra- 
cional. Sea rj, fa, ..., Fns ... una sucesión de números 
racionales que tiene @ como límite con la particularidad de 
que 0 < ra < 1. De las desigualdades 


a^ Kitr, і>-4, n=1,2,3,... 


demostradas ya para el caso en el que el oxponente es un 
número racional, se deduce que 


(1-5 2) Ит (142)"< lim (12-742) 1 Jar, 
„-® E 
Con esto Ja desigualdad (11) queda demostrada también 
para los valores irracionales de @. Resta demostrar que para 
valores irracionales de æ, siendo 0 < a < 1, y 140, se 
tiene 
(1 +a)" — 1r az, 

о sea, que el signo de igualdad no tiene lugar en (14) si 


= 4 0. Con este fin tomemos un número racional ғ tal que 
a<r<t. Es evidente que 


tatu [ncn T- 


2^ 


Puesto que 0 < E <1, resulta, según hemos demostrado, 
que 


Por consiguiente, 
т 
das (12), 
Si 25-0), tenemos (1 +a; <1 + гуш = 1 + ах, о sea, 
 -F2* <1 + azr. 
Con esto queda demostrada por completo la primera parte 
del teorema. 

Pasamos a la demostración de la segunda parte del teo- 
теша. 

Si 1 -F az < 0, la desigualdad (12) es evidente, pues 
su primer miembro no es negativo mientras que el segundo 
es nogativo. 

Si 1 + ах Z0, o sea, ах > —1, consideraremos por 
separado cada uno de los casos. 


Sea а > 1; entonces, según la primera parte del teore- 
ma, ya demostrada, tenemos 


1 
азат eid аге 14 с 


con Ја particularidad de que el signo de igualdad tiene lugar 
sólo si z = 0. Elevaudo a la potencia с ambos miembros 
de la última desigualdad, obtenemos 


1-4 az < (4--2)*. 


Sea ahora a «0. Si 1 + «x < 0, la desigualdad (12) 
se hace evidente. Si 1 + az > 0, tomemos un número en- 
tero positivo п de modo que se cumpla la desigualdad — Z © 


< 1. En virtud de Ja primera parte del teorema, tenemos 
A 


азау ted o Es, 


U+" SEES 


1 


[1 
Xr 
n 
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(la última desigualdad es válida porque 1 > 1-5 a) ы 
Elevando a la n-ésima potencia ambos miembros de la 
última desigualdad, obtenemos 


(Е ay +2 JE info. 1--ал. 


Notemos que la igualdad puede darse sólo en el caso z = 0. 
Con esto queda demostrado completamente el teorema. 
Problema 1. Demostrar que para 0 >> о > —1 se tiene 


(а-ы 181 tl med (y pret 


n 
E RN 09 
Solución. Puesto que 0 — 0-1 < 1, tenemos en vir- 
іші de la dosigualdad (11) 
1 - 
фа caret, 
*od4dyen 2+1 
(0-6) а-н, 
Multiplicando estas desigualdades por n**!, obtenemos 
(n + 1)**! < ne 4 (a41) ле, 
(n — 1)°*! < na — (а 4- 1) пе, 
de donde es fácil deducir las desigualdades (13). 

Problema 2. Demostrar que para 0 >> а > —1, se tienc 
(а) t1 gH a n 3 
MERE: =” +00 +1) +... + < 

ntti (s c ptt 
@-+1 qo 
Solución. Tomando en las desigualdades (13) n—m 
m -F 1, ..., n, obtenemos 
(m 4*1 sti +1 (т) 
aF? «1 Ж 
(т- 2651. (тр 0t "DAC 
MUT ud —— b) “з= леу =з 


а. 
mee 


(п 3*1 — (n4 2r! &  {т++2°%!—(т--1)®+1 
SERLO се ӘРЕ Eee s 


(n4-4e*1 249i um 


e Lu 
ri < пе < ert 
Sumando estas desigualdades, obtenemos (14). 


% 


Problema 3. Hallar la parte entera del número 


i qe d. F 
yi Vi ya ho... a" 
Solución. Tomando en (14) m — 4, п — 1 000 000 y 
1 


а--. obtenemos 
2- 3 2 2 
1000 0013 — 45 1 0000003 — 3% 
<< , 
* 3 
0 sea, 
2 3,7 3 ал 
7:10000015----42-<:-<<-:-10000003 PT, 


Puesto que 
2 2 
Ha 000 0017 5» 2..1 0000007 = 10000 = 15000, 


ИВ Sica y 9-15 8-3 
tenomos 
15 000 — 4 < z <15 000 — 3, o sea, 14 996 < x < 14 997. 
De estas desigualdades resulta que [z] — 14 996. 


$ 5. Medias potenciales 


Ya en el $ 2 antes de ver el problema 7 hemos señalado 

que el número 
1 
Е ( а-а 4...0 j* 
epe ышы 

se denomina media potencial de grado a de los números 
positivos à, 2, . . ., а,. Al mismo tiempo hemos demos- 
trado (problema 7) que c, < cp, si a < 0 < f. 

Ahora demostraremos que la desigualdad 


са S CB 
os válida siempre que о < B. En otras palabras, Ја media 


potencial de grado « crece monótonamente a medida que 
aumenta о. 
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Teorema 4. Si а), а, ..., а, son números positivos 
y a < 6, se tiene с, < св con la particularidad de que с, = 
= ср sólo si 

ар = аз =... = Gp. 

Demosiración. El teorema 4 ha sido ya demostrado 
para el caso en el que los números « y f tienen signos opues- 
tos (véase eJ'problema 7 del $ 2 y la definición que le pre- 
code). Resta demostrar el teorema para о y P del mismo 
signo. 

Supongamos que 0 < а < В y pongamos 

1 
4-94... а үа 
ықы шшр М, 


Беса ( 


Dividiendo ср entre k, encontramos 


sa (GMa + 

Е Са килит 

Tomando ahora 
a (Y. а= (4 

obtenemos 


(45) 
Puesto que 


1 
а 


(БЕЛЕТ 


1 
a ay e 
Wu. 
1 
4 (41-ы)... Һауа 1 
7 ( = ) =т=т Co=1, 
resulta 
di + de + 


da 4, о sa, h Ф... Бб, п. 


Pongamos 
dj =1+ з, Ф={1+,...,‚, da =A F tn 
De la igualdad d, + 4,-5...-- @„ =n se deduce que 
mpdmxb.e..ld 2, = 0. 
En virtud del teorema 3 (notemos теб 1), lenemos 


2 zB. P ) 
dé —-H Eu) 214 


> Bol 

de =(( +2) > 1+ рз, e) 
feas dh : is 

d$ Ta 21+ ) 


Sumando estas desigualdades, obtenemos 


w uh 26. 
dg dt E... de >л (++ Фал) =н. (16) 
De (15) у (16) se deduce que 
1 


F 
> (+) =1, о sen, cg >К са. 


Notemos que cg = а Sólo si en todas las desigual- 
dados (*) tiene lugar el signo de igualdad, es decir, si лү = 
==... = т„ = 0 (teorema 3). En este caso, se tieno 
d, = d, . d, = y, por consiguiente, a, = a, = 
=... = ац = К. En cambio, si los números az, a5, ..., an 
no son iguales, so tiene 

ев Ca- 
Con esto el teorema 4 queda demostrado para el caso en el 
que 0<a<f. 

Si оа «p < 0, tenemos 0 «ic 1. Repitiendo los 


razonamientos anteriores, obtendremos en (*) y (16) signos 
do desigualdad opuestos. Pero como f) << 0, de la desigual- 
dad 
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se deduce que 
E £ Lil 
% (4 а-ы... 42 ) в 
PETA т 
es decir, 


i 
>it ai, 


cp >k = Ca 

Con esto el teorema 4 queda demostrado completamento, 

En lo que sigue la media geométrica será denominada 
media potencial de grado cero, о sea, se tomará g = со. 

Notemos que el teorema 4 subsiste también en este caso 
ya que (problema 7 del $ 2) ca S = созі а < 0 y ca > 
2g-c s B0 

Dol teorema deniostrado so deduco, en particular, que 

EEES 

es decir, la media armónica no pasa de la media geométrica, 
la modia geométrica no sobrepasa la media aritmética, y la 
media aritmética no supera Ja media cuadrática de números 
positivos. Por ejemplo, si a, = 1, аҙ = 2 y аз = 4, se tiene 


а! Ба оу \-1 3 айй... 
c= (Atta) sia 2-57... 
1+3+3 
a=} aaa =Y 12 4=2, 
as 


zl 
? 


а= (ti ) =y БЕЗ ЕЗІ «ИЛЕ o 


у, por consiguiente, 
сл = 1,7... 2 0, «2,9... m 2,6... == сү. 
Problema 1. Demostrar que 2? + y? + 2° > 12 si z+ 
Tydz2-6. 
Solución. Puesto que la media aritmética no pasa de la 
media cuadrática, tenemos 


1 
z+y+: [Ê+ ү? 
ра (р), 
es decir, 
БӨКСЕ 
Py > A 
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En nuestro caso z? 4 y? + 2° 25 = 12. El signo de 
igualdad tiene lugar sólo si z = y = 2 = 2. 
Problema 2. Demostrar que siendo z, y y z nümeros 
positivos y 2? + y* + 22 = 8, se liene 
CESET d6 vz 


Solución. Debido a que с; < c,, tenemos 
1 


(agas pegas”, 


En nuestro caso rosulta 


zx 
3 


(ее) ут. 


es decir, 
E 8.78 m 
vtta iy $-5y i. 


Problema 3. Demostrar que para los nümeros positivos 


аһ 4.22) Qa, Se cumplen las desigualdades 
(utat -Han S 
[n-i (a+ a+. ал), а>і, (17) 
(a+ art ... a) > 
Dni (а 41-024... 4-а), 0<a<t. (48) 


Solución. Si a 2» 1, tenemos 
1 


tpe] ap bn ) PEA 


n n 


шебі, 


Es fácil deducir de aquí Ia desigualdad (17). De la misma 
forma so demuestra la desigualdad (18). En particular, de 
las desigualdades (17) y (18) resulta que 

(cay 22-1 (09 + уе), emi 2>0 у>0, 
(a Ly > 2971 (09 4 уо), 0<а<1, 2>0, y>0. 
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Problema 4. Demostrar que si 23 - у? + 25 = 81, 
x>0,y>0yz>0, se tieno 


+ y+4+2<0. 
Solución. Puesto que 
dz + y bx < 3° Gy 4 27) = 9-81 = 729 
(según Ja desigualdad (17)), resulta 
+y+2<Y/ 78 =9, 


CAPITULO II. 


APLICACIÓN DE DESIGUALDADES 


En este capítulo explicaremos cómo se aplican las desi- 
gualdadesa la determinación de los valores máximos y míni- 
mos de funciones y al cálculo de los límites de algunas 
Sucesiones. Además, deduciremos aquí algunas desigualda- 
des importantes. 


$ 1. Valores máximo y mínimo de una función 


Numerosos problemas prácticos so reducen al estudio 
do una u otra función. Por ojemplo, soan =, y y z las dimen- 
siones de caja con tapa (de un paralelepípedo); entonces, el 
área de su superficie es 


S = 2гу + yz + 222 
y su volumen es 
V = хуз. 


Бі para la fabricación do una caja de volumen determinado 
se emplea un material costoso, es deseable, claro está, que 
la cantidad de material soa mínima, es decir, que el área 
de la superficie de la caja sea la menor posible, Este es un 
ejemplo sencillo en el que se trata de hallar el mínimo de 
una función de varias variables. Problemas semejantes se 
plantean muy a menudo y los matemáticos más destacados 
Siempre prestan la debida atención al desarrollo de los 
métodos de solución de los mismos. 

Aquí resolveremos varios problemas de este tipo basán- 
donos en las desigualdades estudiadas en el primer capí- 
tulo 1). Previamente demostraremos un teorema. 

Teorema 5. Sia >> 0, а> 1 y x z 0, la función 


g — ax 


1) Асогса do la aplicación de desigualdades de se- 
guudo grado a la determinación de los valores máximo y mínimo, 
puedo verso el libro de 7. P. Natansón «Problemas olementales sobre 
máximos y mínimos» (Editorial MIR, 1976). 
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-T 
alcanza su valor mínimo, igual a (1 — а) (zy , en el 


punto = = (5 s 


Demostración. La demostración es muy sencilla si a = 2. 
En efecto, puesto que 


ЕЕ 


la función toma su valor mínimo, igual a -£, en ol 
punto = = ; L0. 

Si а >> 1 ез arbitrario, para demostrar el teorema hay 
que recurrir a 1а desigualdad (12) del teorema 3. Puesto que 
о 2» 1, tenemos 

-Fz2*zi1-con z2-4, 
teniendo lugar la igualdad sólo para z — 0. Tomando aquí 
1 +2 = y, encontramos 
#>1+@(у—1), у--ау>14-а, y>0; 
el signo de igualdad tiene lugar sólo para y = 1. Multipli- 


cando por c? ambos miembros de la última desigualdad, 
obtenemos 


(е — асе-1 (cy) > (1 — а) ст, у>0. 
Poniendo 


т=су y acia, с-( 


ajs 


tendremos 


a=T 


a% —az (1 —o)c* — (1 —a) (z) 
donde el signo de igualdad tiene lugar sólo para z — c — 
1 
аут 
al 
Es decir, la función 
25--ат, a>i, a>0, z 


V 
ә 


301405 
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a 
alcanza su valor mínimo, igual а (1 — о) (г), en el 
n 
punto х= (zy. Hemos demostrado el teorema. 
En particular, la función 22 — az (a = 2) alcanza 
2 


4.2 A аут 42 
su valor ж igual a (1 — 2) (2) =—=7, enel 
ay т ш 
punto zz (5) та. Este resultado concuerda con el 
obtenido anteriormente por otros razonamientos. La fun- 
ción 22 — 27 alcanza su valor mínimo, igual a (1 — 3) x 
1 


x (DH --54, en el punto z=(2)7 =3, 


Observación. Notemos, para lo sucesivo, que la función 
ax — 28 = — (2% — az), 
donde à, 2» 1, a > Q y z >0, alcanza su valor máximo, 
a 1 


igual a (4-1) 2)" en el punto а= (9. 
Problema 1. Hallar las dimensiones de la viga de máxi- 
ma resistencia 1) que puede sacarse do un tronco. 


Solución. Sean АВ = х el ancho de la viga у BC = у 
su altura y sea АС = d el diámetro del tronco (fig. 1). 


1) La resistencia de la viga jes proporcional al 
producto desu ancho por el cuadrado de su altura. 
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Siendo P la resistencia de la viga, tenemos 
Р = kay = kz (d — 2) = k (de — 2). 


La función dx — 2? alcanza su valor máximo cuando 


Es decir, tendremos la viga de máxima resistencia a el 
cociente entre su alturafy su ancho es үзже44- 1. 
Problema 2. Hallar ol valor máximo do la función 
y = sen 2 Sen 2x. 
Solución. Puesto “que sen 2x7 = 2 sen 2 cos т, tenemos 
sen x sen 2x = 2 cos z sen? х = 2 cos х (1 — cos? z),— 
-2(—32), 
donde 2 = cos z y, por consiguiente, —1 52521. La 
función z —z3 = 2 (1 — 2) toma valores negativos si 
—1 x z « 0, es igual а0 si z = 0 y toma valores positivos 
Si 0 < 2 x 1. Por consighiente, la función alcanza su valor 
máximo en el intervalo 0 < z « 1. 
En el teorema 5 hemos demostrado que la función z — 23, 
> 0, alcanza su valor máximo en el punto 
is 
жү 1 
= (3) YS 
En este punto, 


sen х sen 2х = 2z (1—2) = 


с зуз` 
Es decir, la función y — зеп z sen 2z alcanza su valor má- 
ximo en los puntos en los que 2:= cos z == E y este valor es 


үз 


3 æ 0,77. En la fig. 2 representamos la gráfica 


igual a 3 $ 
de la función y = sen 2 sen 22. 


3* 
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Problema 3. Hallar el valor máximo de la función 
у == соз 2 cos 22. 


Solución. La función y = cos z cos 2x no es mayor que 
4 porque los factores cos z y cos 22 no son mayores que 1. 


FIG. 3 


Pero en los puntos z = 0, --2л, 4л, ..., tenemos 
соз х соз 22 == 1. 

Es decir, la función y = cos т cos 2x alcanza su valor máxi- 

mo, igual a 1, en los puntos z = 0, +2x, +4x, ... En 

la fig. З hemos representado la gráfica de la función y = 


= с05 х cos 2x. 
Problema 4. Hallar el valor mínimo de Ја función 


z* + ах, 
donde a >0,a<0yx>0. 


Solución. Puesto que о; < 0, tenemos, según la desi- 
gualdad (12), 


4 2*2 1-4 o, 
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donde el signo de igualdad tiene lugar sólo para 2 == 0. To- 
mando 4 +- z = y, z = у — 1, obtenemos 


#®:>1+а@(у—1), y>0, 


donde el signo de igualdad tieno lugar sólo para y — 1. 
De la última desigualdad se deduce que 


М%-оу>4-а, (cy) — оса"! (су) > (1 —a) с. 


Poniendo а = —ac*-! y т = су, encontramos 
а. 


а 4 az > (1 acu) 5 donde el sig- 
Em 
а ya 
£) 
Es decir, la función 2% + az alcanza su valor mínimo. 
igual a 


no de igualdad tiene lugar sólo para < = 


E 
a-i 
pa. 
1 
а yal 
en el punto == (5) E 
Por ejemplo, la función 


1 Я 
ve 4275, xz0, 


alcanza su valor mínimo en el punto 
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Problema 5. Hallar las dimensiones óptimas!) de un 
recipiente de forma cilíndrica con fondo y tapa (de una lata 
de conserva). 

Solución. Sea V = лу? el volumen del recipiente, donde 
r es el radio y h es la altura del cilindro. El área total de la 
superficie de) recipiente es 


S = 28? + 2nrh. 


Е 
Puesto que = —7, tenemos 
дг“ 


р id y 2У 
d — = im? 
2nr dime 210? 4. T 
Tomando x == i. encontramos 
S = 2na? -t 2V z = 2n (zi) 5 
к 


Según el problema anterior, la función au T z alcanza 
su valor mínimo para 


(E =. 


Volviendo a los símbolos iniciales, encontramos 


1 3/28 у И юш h . 

iy RS ro, гер. hered 
Es decir, el recipiente tendrá dimensiones óptimas si su 
altura y diámetro son iguales. 


Ejercicios 


6. Hallar el valor máximo de la función x(6—x)? si 0<<2-<<6. 

Sugerencia. Poner ye-6—z. 

7. De una lámina cuadrada do dimensión 2а, se corta do cada 
esquina un cuadrado para que se pueda fabricar, doblando los salien- 
tes obtenidos, una caja sin tapa de capacidad máxima (fig. 4). ¿Cuál 
será la dimensión de los cuadrados recortados? 

8. Hallar el valor mínimo de la función 


048245, 


1) Las dimensiones de un recipiento de un volumen 
dado se consideran óptimas si su fabricación requiere la cantidad 
mínima de material, о sen, si es mínima с) área de la superficie del 
recipiente, 
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9. НаПау el valor minimo do 1а función 
25— 822-5. 
10. Hallar el valor máximo de la función 
а®—а> 


si0<a<t, 220, y => 0. 


FIG. 4 


14. Demostrar que para z 2-0 es válida la desigualdad 
ұт «4 +. 

12. Demostrar que para п`>$ es válida la disigunldad 
уа Уа. 

Sugerencia. Empléose la desigualdad (8). 

13. Hallar el mayor de los números 


4 VA УЗ, Và У$,..., Уһ... 
14. Demostrar Ja desigualdad 


15. Demostrar la desigualdad 
(14-01) (14-03) --- (Баа) > Ааа -Fan 
donde los números а; no son menores que —1 y tienen todos el 
mismo siguo. 
16. Demostrar la desigualdad 


(ана. ES 
«аав. O) 
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Sugerencia. Demuéstrose primero que el polinomio 
(аг —b124- (092 — bs 4- . -H (ant — bn)? = 
222 (aabt. ad) — 
—22 (ibo ауа ы... аар) (ЕБУ... 08) 


no puede tener dos raíces reales distintas. 

17. Empleando la desigualdad (19), demostrar que la media arit- 
mética no supera la media cuadrática, 

18. Demostrar la desigualdad 


vs <үжа-үзті. 


10. Empleando la dosigualdad del ejercicio 18, demostrar la 
desigualdad 


E 1 t 1 
/т+14 И-И... =. 
Е тат сат 

20. Hallar los valores máximos de las funciones 


Lu 26 10, 
mg Y #—%м". 


E] 
Respuestu. ——— 0,4. 
i үу 
21. ¿Para qué valor de а el valor mínimo de la fuución 


V3 es igual а 2,5 
Respuesta. а =& 


$ 2. Desigualdad de Hülder 


Ei pleando los teoremas 5 y 6, en el teorema 7 se demuestra 
Ja desigualdad de Hólder que posteriormente se aplica a la 
Solución de algunos problemas. 


Teorema 6. Si p 1, ааа, :>0е у>0, 
se tiene 


n 4 
aem. (20) 


Demostración. En virtud del teorema 5, sia > 1, a > 0 
y v z 0, tenemos 


a 


a? —ax(i-e) (6). 


41 


Tomando en esta desigualdad & == p y a = py, encontramos 
p 


7-7 2. 
> (LA Qn 


Puesto que iyisi, resulta 


1 1 әргі ENS. 
A us АШ dA 


s 
П Р p” pocius 


4 


Introduciendo estos valores en Ja desigualdad (21), obtene- 
mos 


FE» -£ y. 


Dividiendo entre p todos los términos de la última desigual- 
dad'y pasando los términos negativos de un miembro al 
otro, obtendremos la desigualdad (20). 

Teorema 7. Si а,, а, ..., ад, Örs Oss: ocr 0, son 
números positivos y los números p y q cumplen las condiciones 
del teorema 6, se tiene 


аб а... адь 


ES 
4 


t 
x (at а-а... Han)” (Йй HA -e HR. (22) 


Demostración. Pongamos 
ай+а#+...+а=4” y ЫЫ... +b ВТ. 


El segundo miembro de la desigualdad (22) será igual onton- 
ces a 


1 1 
(49° (897 — АВ. 
Pongamos ahora 
а= Ас, йу=Ас,...,‚ ln = Асһ, 
bi = Bd, 6, = Bd}, .... ba Bd, 


Puesto que 
AP? — aj 05+... 4-аһ= E A А? 
= AP (ci H- ch-F ... 00), 


resulta 
ed. d=. 

De Ja misma forma se comprueba que 

didi... edid. 
Aplicando ahora la desigualdad (20), obtenemos 

a a 
аб = АВ (00) c AB (5-4), 

4 
т). 


р 
а АН (È de 


әш 
ав (5+). 
Пе estas desigualdades se deduce que 
(a,b, аз) ES - 
pum + ді ЗЕ уын) 
F 


4 


«AB 
=4B (441) ав 
р 4 
(recordemos que II 1, срср... с = 1 y 
dit... did). 

Es decir, hemos demostrado que el primer miembro de 
la desigualdad (22) no pasa de АВ, o sea, no sobrepasa el 
segundo miembro. 

Es fácil encontrar el caso en el que tiene lugar el signo 


de igualdad en (22). Efectivamente, el signo de igualdad 
en (21) tiene lugar sólo si 


Poy 


(véase el teorema 6). De la misma forma, el signo de igual- 
dad en cada una de las expresiones (*) tendrá lugar sólo si 
2 E 


1 E 
P Р ? 
o4—df, c-—dP,... саз”), 
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es decir, si 


а=, ф-а,... а=. 


Finalmente, multiplicando рог A?B? estas igualdades, 
obtenemos 


Вч (Ас)? = AP (Bay), os decir, B'a} = APD]. 


аі др а ар aho AP 
к. ж. р ГЕТ CT 2и 
[Л Ba Y ЕЛ ы Ва 


Por consiguiente, el signo de igualdad en (22) tiene lugar 
sólo si 


Observación. Poniendo en (22) p = 2 y q = 2, obtene- 
mos la desigualdad (19) (véase el ejercicio 16): 


145, + arba + - .. anba S 
<V (dirait Ha OH t 


) 


$ 3. Aplicación de desigualdades al cáleulo 
de límites 


Empleando las desigualdades demostradas, calculare- 
mos en los problemas que siguen los límites de sucesiones 
bastante complejas. 

Problema 1. Demostrar la desigualdad 

1 1 11) а 
= <и (1+5) (28) 


Solución. Uniendo las desigualdades (8) y (9), obtone- 
mos 


(r3) eet)". 


у + i) representa el Jogaritmo do base о 


(Véase las págs. 20—21) del número ( + 2). 
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Pasando en estas desigualdades a los logaritmos de hase e, 
encontramos definitivamente 


nin(1-2) <me=1<(44)1n (12-2), 
1 1 1 
SM (1+5) << 


Problema 2. Hallar lím 2, si 


пеш 


1 1 1 1 
и=1+т, а=. 
1 1 1 1 1 1 1 1 
аатта HO PR 


EE EE 

Solución. ''omando en Ja primera de las desigualdades 
(23) n — 4 en lugar de п, obtenemos 

1 1 n 

57 <!" (1+ тт )=һ reu 

De esta desigualdad y de la segunda de Jas desigualdades 
(23) se deduce que 

т ai, 


mel «M (24) 


Empleando las desigualdades Q4), | — escribir las 
desigualdades 


In 1 ieu 
In PES <ұң «o XH, 
In <<, 
Po T vas Seis 


1 a «ch 


Sumándolas y teniendo en cuenta que la suma de Jogarit- 
mos 6s igual al logaritmo del producto, encontramos 


(40 (042) (8-3)... Ол) _. 
In n(n|1)n-2)...28 — < 


1 1 4 n(n-E1) (n2) ... 2n 
<р С ura). Ga 
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о sea, 
2-10-14 1 1 2а 
lp —— Icd urr Tec eX (25) 
Puesto que ич. -2 +2, resulta 
В WHL i iv. 
lim In == Шла (2+3) =1в2. 
4 2n р 2 
De la misma forma, de we 24 чт 8 deduce que 
lím In 27 — In 2. 
пэ» 


Es docir, son iguales los límites de los miembros extremos 
de las desigualdades (25). Por consiguiente, el miembro 
intermedio tiene también ese mismo límite, o sea, 
" 1 1 1 t 
lim (г oen) mime 0002. 


Problema 3. Hallar lím т, si 


це, mid, n-i—Rbee 
14,3 4,4 1 a 
A TL. 
Solución. Tenemos 


——Ó 
нен аты). 

ннн 
——— 

O Rec) 


En el problema anterior hemos tomado 


1 1 1 
AN 
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Por consiguiente, C Pero lím 2, = 1n 2 (véase 


el problema anterior); luego, a 
"ES j 
Иш zs, = Vim (==) -іһ2. 


Observemos ahora que 24,41 = Tan zT y, por consi- 
guiente, i 


noo - 


" 1 
Ийт „= lM (an +53) —1n2. 
ти a ( nz) 


Es decir, 


lim 2, = іп 2. 
н.ж 


Observación. Los números 2, = d, Tg = d, + dy, 23 = 
= а аз + аз, 24 Eg = аз +... +4 so de- 
nominan sumas parciales de la serie 


а+а,+а,+...+а+... 


Una serie se Паша convergente si la sucesión de sus sumas 
parciales tiene límite finito. En esto caso, el número $ = 
= lím 2, se denomina suma de la егіс. 


пе 
Del problema 3 se deduce quo la serie 


1 1 1 1 1 
Шр E 


converge y que su suma es igual a In 2. 
Problema 4. La serie 


а іа... 


se denomina serie armónica. Demostrar que la serie armónica 
diverge. 
Solución. Sogún la desigualdad (23) 


1 n+1 
ud. 
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Poniendo n= 1, 2, 3, ..., n, podemos escribir n desi- 
gualdades 

1>In > 

4 3 

gag 

1 4 

>29, 

1 ni 

=> In E 
Sumándolas, obtenemos 

1 1 1 

gym uec 


2-3-4-...-(п-Е1) 
sanc nire). 


De esta desigualdad se deduce que 
lím za zelím In (1 4-1) = со; 


no тео 
por consiguiente, la serie armónica diverge. 
Problema 5. Demostrar que la serie 
4 1 1 
PA AA AN 26 
dus + Ға b hs + (26) 


converge para cualquier с > 1. 
Solución. La sucesión de las sumas parciales de esta 


serie 


aa 
1 
э=1+-у› 
E 
aida: 
15451 
2 — yu 
iris 
La 1+ atata] tu 
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es inonótona creciente, o sea, 
2<<2,<21;<2,<...<1,<... 


Por olra parte, sabemos que toda sucesión de nümeros 
monótona creciente y acotada tiene un límite finito. Por 
consiguiente, para demostrar la convergencia de la serie (26) 
basta demostrar que la sucesión de los nümeros z, es aco- 
tada. Pongamos 


1 1 1 4 1 
E tg wt uo 


Puesto que 


-(L—-— zx 
US Айа-26 ena.) Quy" 
resulla que 

„Ym <1. , 
(pues еп todos los paréntesis figuran números positivos). 
Por otra parte 


1 1 1 4 1 3 T 
ТЫҒА АНЫ re aT 


1 4 1 1 


1 
Stato tag e) 


t 1 1 2. 1 
"(+ Ку Ку}. 
1 2 1 1 

lt 


1 
tum 

Puest AREA 1_, tenemos 
uesto que Ta = prat ns +, 'enemos 


(an) 


en. 


2 
Yan =Ten — жете 


Ahora bien, como т, > 2, € Yan < 1, resulta 
2-2 


2 
1> Yan > En — pa т 
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De aquí se deduce que 


о sca, los números х, están acotados si а >> 1. Con esto que- 


da demostrado que la serie (26) converge y que su suma no 
a 


pasa de— т 
Por ejemplo, para а = 2, se У 


е 
zd ede dE 


r3 pe 
Slim z,— 1 poe ht S2 
En el curso de Matemáticas Superiores se demuestra que 
A A) 


Ejercicios 
22. Hallar la suma de la serie 
SA rem, 
E [M 
Sugerencia. вора Ja igualdad (27). 
Respuesta. st 17° 
29. Demostrar las desigualdades 
jm = a nt 
2115132 азы... «Ар, «>0. 
24. Siendo 


ER TE AA 
demostrar que 

сы 1 
dm н Cupit 


a0. 


25. Demostrar Ja desigualdad 
[UTE «С 
X (d al... oi) (ЫЫ... 
EB dise di 


donde az, by y су son púmeros positivos. 
1/%%—01405 
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Sugerencia. Apliquese la desigualdad (7) y el método empleado 
para demostrar (22). 
1 1 1 
2б. Para х,---4 EN 
ppt 
mero entero positivo, demostrar que 


+ donde k es un nú- 


lím га= lnk. 


naco 


Sugerencia. Aplíquese el método de solución empleado on el 
problema 2 de esto parágrafo. 


$ 4. Aplicación de desigualdades al cálculo 
aproximado 


Al iniciar nuestra exposición hemos señalado que los 
problemas prácticos requieren, como regla, el cálculo apro- 
ximado de ciertas magnitudes y también el saber operar 
con estas magnitudes calculadas aproximadamente, Cuanto 
mayor sea la exactitud en el cáleulo de estas magnitudes, 
menor será, lógicamente, el error en la solución del pro- 
blema. 

Ahora queremos volver al cáleulo aproximado de Jos 
números de tipo 

1 


бал теі 


«ыз 0<@<1,Е<п. 
( п® 


En el $ 4 del capítulo 1 hemos calenlado el número Śp, » 
рага Æ = 1, п = 1 000 000 y а= + con un error menor que 
0,4 (problema 2). Alli mismo (ejercicios 2 y 3) hemos cal- 
culado Sn,» para К = 10 000, n = 10* y а= = Con un error 


menor que 0,01. La comparación do estos Puta ejemplos 
pone de manifiesto que el método empleado da mejores 
Fesullados para valores mayores de k. En el $ 4 del capí- 
tulo 1 (problema 3) hemos encontrado la parte entera del 


^ 1 
número $,,, para k = 4, n = 10° y а= у, 0 Sea, hemos 
caléulado este número con un error menor que 0,5. No hemos 
* P 1 
determinado la parte entera del número $,,, para ®=-р 


1y 


y n = 10% por cuanto el método empleado en el primer 
capítulo no es aplicable а este caso. En el parágrafo pre- 
sente perfeccionaremos el método de cálculo de Та magni- 
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іші $,, lo que permitirá hallar magnitudes semejantés 
con relativa facilidad y alta precisión. 
Lema 1. Si z, >2%2 >%3 >... > Zn, Se tiene 


0OcA-az—z,4z94—2z,4...- (4) nta n. 


Demostración. En esta suma algebraica, el número de 
sumandos positivos no es menor que el número de sumandos 
negativos. Además, cualquier sumando positivo es mayor 
que el sumando negativo que le sigue. Por consiguiente, 
es positiva la suma algebraica de estos términos: А >> 0. 
Por otra parte, 


A-z—(z—14nc—...-(-1") 


y, puesto que el número que figura ontre los paréntesis es 
positivo, resulta А < т). Hemos demostrado el lema. 
Lema 2. Para 0 <a < 1, son válidas las desigualdades 


(n 0 СЕ 07 1 P. Я 
i-a <m КК 
1 (2һ)'-®—„\-® 
Т < a. 09 


Demostración. La desigualdad (28) resulta de la desi- 
gualdad (14) (problema 2 del $ 4 del capítulo I) si en esta 
última tomamos n +4 en lugar de m, 2n en lugar de n 
y —а en lugar de a. 

Teorema 8. Es válida la igualdad 


Seb xA ec 


т 
- [кыр + н al 
x pl = $ o. ex] Q9 
Demostración. Tenemos 
нане 
is E ptas Focal 


4^ 
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-Agregando y resultando en el segundo miembro el número 
4 4 1 4 
ler tal: 


Qu 
obtenemos 
ELE RE mE К-ТЫН} 
Alt l- 
ptr 2 


Los números que aparecen dentro del primer corcheto tienen 
1 5 4 
че “omo factor común; sacándolo fuera encontramos 


A МЕ. A ЭЙ 
SA a 


2 1 1 1 
tx txt) 
4 1 1 
Lata tar) 


Pero como entre los paréntesis aparece el número 5,1, 
resulta 


1 1 1 
бы twm ct us 
1 1 1 
И-ке} 
, e 
(4-4) Same 


De aquí, multiplicando por 2* y dividiendo entre 2 — 2%, 
se obtiene la igualdad (29). 

La igualdad (29) tiene interés por cuanto reduce el cál- 
culo de 5,,, al cálculo de la magnitud Sa,,n+, y de la mag- 


nitud -ite La primera se cal- 


1 

SQQ 
cula con elevada exactitud, para valores grandes de л, 
aplicando las desigualdades (28). En cuanto a la segunda, 
sabemos del lema 4 que es menor que cero y mayor que 


2 


Además, si hallamos la suma de los cuatro lérmi- 


GE, 
nos iniciales de esta última magnitud, el resto (о sea, el 
1 25 
error) Será menor que cero y mayor que - a EU 
E — 2 


Еп los problemas que siguen, esta última magnitud lam- 
bién será calculada con mayor exactitud. 
Problema 1. Hallar Ja suma 


mdp. to ЕЕ НЕ 
A-tityityst +7 


con un error menor que 0,002. 
Solución. En virtud del teorema 8, tenemos 


donde 


Según el lema 2, el número В satisface las desigualdades 


2(V 2-10 --1— V 10:1) <B<2(Y 2-10: — 1%). 
Los miembros extremos de estas desigualdades dilieren en 
3-107* todo lo más. En efecto, 


? (V 1066 3-31—Y 19)—2 (V 2-10 F1—Y 2-109) = 
= 2 - 2 РУТЕР. — 
узору  yIa€riey 24% y 
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Por consiguiente, la media de estos nümeros difiere del 
número В en 2.107 todo lo más. Calculando el primer 
número y restando de él 2-10-*, obtenemos 
В = 828,4269 + A,, 
IA [< 24107. 
Paseinos a caleular el nümero C. Sea m un nümero impar. 
Ustimemos la magnitud 
1 1 1 1 
D== =—— ===—...—ту=. 
үт VH Ver V 
Con oeste fin observemos que 


Vkxyi—yk—i 
y que 
E= 2 2 + 2 
Vwilkym-i Уау nt y mti 
ыа тыш Быз, e e сз сд. 
TN ТЗ РЕГЕ 


=Ит+ї1ї—-Үт—1—-Ут+2+/т+/т--3— 
-Үлт+1—-Утҥ&+Ут®+2+...—У?л+1+ 
ж%Үз-і-Ут--Үт-1-У2а-У2а41. 
Como vemos, es relativamente fácil calcular ol número Ё. 
Restando de la magnitud Ё la magnitud D, obtenemos 


E-D-( 


IK AND 
Г-у 


-(+==>577-733) 
Үтїї+үт уты, 


CO Maiy ni 
Demostremos que los números que aparecen entre los рагбп- 
tesis son positivos y decrecen monótonamente. En efecto, 


2 i _2Vm-(Vmfi+Vm—i) _ 
Үш+1+үт—1 Vy» үул(үт+ї+үт—1) 
2m—2 Y m—1 


Hanatia N eV ata ityn) 
2 
зұ m (y ma1--V mi) (2 V m4-V mi| m-i) Gi V ші-4). 


с 
© 


De aquí puede verse que dichos números son positivos y 
decrecen monótonamente a medida que aumenta m. Еп 
virtud del lema 1 
OcE-D« 

2 


SIENAAN ауу ну): 
No cometeremos un error muy grande si оп el denominador 
sustituimos m +1 y m — 1 por m. Tendremos entonces 
1 


2 
Vm2ym4ymzm — 4 
8em? 


0<Е-0< 


Si tomamos m = 9, tendremos 
y 1 1 
0<E—D< ge < 0,0006. 
Es decir, para m = 9 y n = 10° resulta 
E — D = 0,0003 + А,, |А, | < 0,0003, 
D = Е — 0,0003 + А, = V9 — V8 + Y 2-40 — 
— V 2.105 3-1 — 0,0003 + А, = 0,1710 + Ay. 
Volviendo a la magnitud C, encontramos 
1 1 1 1 1 
ме жене ИРЕ жғне ЗИРЕ ыға ле ЧРИ а 
“tata yitys ys yi ys? 
1 1 1 1 1 1 1 
vitvicyi vi yv yi-ys 
1 1 1 
+01110 A 21—7— (1+5) 
+0,1710 + A; = 


=1 


4 1 1 1 
*ystys yi* yi 
= A HU ТЕР МАЗА) БАЕ 


О sea, para calcular el nümero С con un error menor que 
3.10-* necesitaremos extraer solamente cinco raíces y rea 
lizar unas cuantas operaciones aritméticas. Recurriendo a las 
tablas y realizando los cálculos correspondientes, encontra- 
mos 


С = 0,6035 + Ay. 
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"Tomando en cuenta los valores obtenidos para В y С, 
y retornando a la magnitud А encontramos 


= (V3 +1) (B — с) = (V2 1) (827,8226 + А) 
= (V2 + 1) .827,8226 + 2,543, 
donde 
12,58, 1< 2,5 (14, E + |A, [у < 2,5:5 4071 < 2 4073. 
Por consiguiente, con un error menor que 2-10- tenemos 
A = (V3 + 1) 827,8226 = 1998,539. 


Problema 2. Calcular el número 


Ару 


сол un error menor que la unidad. 
Solución. En virtud del teorema 8, Lonemos 


Aplicando las desigualdades (28), podemos calcular fácil- 
mente y con gran exactitud el primer sumando que, según 
estas desigualdades, puedo ser sustiluido por el número 


ES s 
(2.10) 4 —(10:2, 5 
тыш WA 
1—7 
4 
y = =x 10%, 
= 410 (3 1) ii 10%. 


En virtud del lema 1, la suma 


ya 1 1 
yl- yty 
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es positiva y no supera el primer sumando. Puesto que este 
último es menor que dos, tenemos 


$10 2 4 « 4-10. 
Los números extremos difieren uno del otro en 2 y en menos 
de 2 del número А. La media aritmética de estos números, 
о sea, 440° — 1, difiere de А еп menos de 1. Tomando este 
ültimo nümero, obtenemos 
А = 133333333233 + A, JA |< 1. 
Notemos que el número А (que comprende un billón de 


sumandos) ha sido calculado con gran exactitud. El error 
relativo es menor que 


100 : 1333333332,3 << 0,0000001 %. 


Ejercicios 
27. Calcular con un crror menor que la unidad el número 
1 1 1 
+ Vi ғ 3! ty 
Respuesta. 14999 
28. Demostrar que es válida la igualdad 
ni-a 


1 1 1 
UT ILE кшн 


donde B, es un infinitésimo (o sca, lim f,20) y 
meo 


=C HBn, 


2а 114 
228 [7 


речо Ж 
geom om 


5-01405 


SOLUCIONES DE LOS EJERCICIOS 


1. Poniendo en las desigualdades (1) (pág. 9) n= m, m1, nl, 
tendremos 


тоун а cV mym, 
ут 


/mpài—2Vm41 f 2V т+1— m 
2h 2} mic =н 2V m, 
2 VVS ұзаз-2уята, 


2уагі-2 Vic c2yn—2V ni. 


VA 
Sumando ostas desigualdades, encontramos 
— 47 1 1 4 
ayafi Vma == е 
Vei Va VaTi VE 


2 


ааа ли. 


үз 
2. Tomando т--10000 y т:=1 000000 en las desigualdades del 
ejercicio 1, obtenemos 


2V T000 —2 V O + ht 
үз ! ү 10001 


«21/19000000—2 Y 9999. 


decas 


1 
+той 
Puesto que 
2 1000 001 > 2 / 1 000 000 = 2000, 
2/10000—200 у 21/%999- |/ 39996 > 199,98 


(la última desigualdad se compruoba fácilmonte si se calcula la raíz 
cuadrada en menos de 0,04), resulta 


2000— 2001900 -< — LL 1 
лоо |1000 


< 2000 — 199,98 = 1800,02 


Т0 


3. Multiplicando por 50 las desigualdades del ejercicio 2, oblo- 
nemos 


90.000 < 50: -< 90001, 
de donde 
[502] = 90 000, 
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4, Es obvio que la desigualdad se cumple para n.-i; 
3 4 
ua *TREEMU- 
2 увин 


Supongamos ahora que la desigualdad se cumple para n =k: 


СИС 6 
27476777 Узр a 
y demostremos que también se cumple para п==Ё--1, o sea, que 
3 5 25-1 2k--1 1 
a AS Hi < s (b) 
2'4 6 2k 284-2 V 3k 4 
Multiplicando por pas 1 la desigualdad (a), obtenemos 
4 3. 5 A! Bet > 1 а-ы 
TUR UG UU EK Gepl E 2” 
Resta demostrar la designaldad 
1 264-1 1 


үз зе VEF 


Multiplicándola рог (254-2) |/ 3+1 V 3k--4 y elevando al cuadra- 
do ambos miembros % 1а E binida, encontramos 


(2k41) (3#- 4) < (24 4-2)? (284-1) 


1255 -|-28k2 -+ 19Е-1- 4 < 12k3-1- 2852-1- 20k --4. 


Es evidente que esta última desigualdad se cumple pues k> 1. 
Con esto queda demostrado que la desigualdad 


13 2n—1 1 
m de E 
> Vinya 


27477777 88 

es válida para todo n. 

5. Poniendo n2 50 en la desigualdad del ejercicio 4, obtonemos 

1.8 9 4 NE f od 

za T yep Vu үш d 

0, Si tomamos y=6— x, а= 6— y, cl problema quedará reducido 
a la determinación del máximo do la función 

(6—y) 32 = 602—3 

para 0 « y « 6. Poniendo ahora 2 --2, obtondremos la Función 


d 
2 


62--2 
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cuyo valor máximo (véaso la observación de la pág. (34) es igual a 


3 
NP 
z]3^7! 
y se alcanza en el punto 
6 
od А 
3: 
La función 6y2—y3 toma su valor máximo, igual а 32, en el 
punto y -- V z--4. 
La función z(0—2)? alcanza su valor máximo, igual a 32, оп ol 


f 


punto a 


y=6—4=2. 
qe: volumen de la caja (véase la fig. 4 de la pág. 39) es 
igual a 
V=x(20—21)2=4r (02, 0<z<a. 
Poniendo у--а--т о y?--2, tendremos 
3 


V=4(02—?). 


TE 


La función az— 22 alcanza su valor máximo en el punto 


poa. 


- 26 2а 
=Й = аза = 
Vi, ааа 
Es decir, para que el volumen de la caja sea máximo, la dimensión 
del cuadrado recortado debe ser seis veces menor que la dimensión 
del cuadrado inicial. 
8. El valor minimo de la función 20 4-8:24 5 es igual a 5 y se 
alcanza para z—0. 
9. Tomando у= 12, reducimos el problema а la determinación 
del valor mínimo de la [unción 


y—8y +5 


Por consiguiente, 


para valores posilivos de y. 
En el teorema 5 hemos demostrado que el valor mínimo de la 
función y? —Sy es igual a 


IN 


6t 


El valor mínimo de la función ¿?—8y+5 os igual a 
—2VS 5—36 m" 


10, Poniendo у--:7, obtenemos la función 


H 
Según el teorema 5, el valor máximo de la función Ly—y% es 
igual a 


Multiplicando por а este último маш, encontraremos el valor 


máximo de la función a (i-o) que, por consiguiente, es 
igual а 
D 1 “ 
+ TEA E 
«-1 а-1 at 
afle o 0-90) 
11. La función 2—22, 220, a=- ,a 2, tiene siguiente 


valor máximo: 


A 
T 


ago” 
ж 


Por consiguicnte, para todo т> 0 se cumple la desigualdad 


үғ-н<3. о зға, TS Hoz. 


12, Representemos la desigualdad (8) en la forma 


(ES (n- 4? ent, 
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бі nz 32e, se tiene 

(A+ 1)! епа < Зап пап gni, 
Elevado ambos miembros de la última desigualdad a la potoncia 
тозу i jj: °йботашоз 


Уат уп. 
13. Puesto que 1< i «V 8— V3, resulta que el mayor 
entre los námoros 1, 1/2, j/3 es УҘ. Por otra parte, on el pro- 
blema anterior hemos demostrado que la sucesión j/3, 37, ... 


^ Vn, ... es decreciente, Por lo tanto, 3/3 es el mayor de los 


iioi: ИЗ, УЗ, ...., Vn, ... 


14. Pongamos Уп 14-а, %>0. Elovando a la potencia л, 
obtenomos 


^ 
п==(1+@„)"=[(1+®) * P. 


Aceplando que п> 2, + > 1, deducimos del teorema 3 que 


. 
2 
аға >а a (te) m 


2 
dene dem оң. 


Dv aquí resulta que 


y Упал < 


Observación. Empleando el binomio de Newton, es fácil compro- 
har que 


n= E 
997 i. 
En efecto, 
2728 Ыы y n (n—1) 2 e 
23426) 2, 


2 n 
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Те aquí зе deduce que 


пу 
Yn«ir "X 


15. Si n=1 a; >—1, la desigualdad es obvia: 
1+а > ita. 

Supongamos que Ja desigualdad se cumple para n=k, o sea, 
(44а) (1409) ... 0Ha) > 14-04-22 3- -ar 
Multiplicando por (4-- аһ) ambos miembros de esta desigualdad, 

tenemos 


(t+ a) (4+)... (53-23) Иа) > 
> (hk aq а... Ба) (ам) = 
=1+a tat -Hart anit 
Fast azant «| ahang 

Puesto quo los números aj, 42, ..., 4h, ауу son del mismo signo, 
tenemos А 

ааһа + ааа, +... Бакалы 2:0 
y, por consiguiente, 

(ay) (109) + (1+ ar) аһы) >1--а 4 azt ад art 


es decir, hemos demostrado la desigualdad para n=X-+3, 
Con esto concluye la demostración de que la desigualdad 


a) (1-а)... (14:08) > 14a аг... аһ 
se cumplo рага todo v. 


16. Si el polinomio (ajx—by)2-+ (аут —52)*4- 


> 4091—50) 
tiene una raíz real z=x,, 0 Sen, si 


fii 0)2 41 (gr — ы... (ap 71 — bn)? =0, 
entonces cada uno de los números ату ц, azti — bz, ... далу ба 
es igual a cero, es decir 
Оаро =... лац y 


Con esto queda demostrado que el polinomio 
(ayz — b)+ (azr — b)+ . o. H (anz Ба) 
= (afpakt Hah) — 2e (аң + 09094 -aa and) + 
HOHH.) 
no puede tener dos raíces reales distintas y, por consiguiente, 
(aibi 4 apa... agb — 
(«а +. Hak) (074034... +03) <0. 


64 


De aquí resulta la desigualdad (19) 
(ару obe essen bs 
X (od c ai-k Fai) (614 ed bt 


Notemos que el signo de igualdad tiene lugar 2 si e тон. 
mio considerado Liene raíz real, o sea sólo si 


i- A E. A 
5 oW ы” 
17. Empleando la desigualdad (19), tenemos 
a (иез... а, Yo 4. 
a-( o VA Зура) < 


ЕЕЕ 


De aquí resulta que 
axo 


(es decir, la media aritmética по pasa de la media cuadrática). 
18. De la desigualdad 


(mri RT m n4i4-2V 02—1n—1- 
—2n4.2 y HT «2n4-2 V ni — 4n 


se deduce que 


VIFI+Vi=1<2Vñ, 
1 


1 - 

MV 
_ У-У Ма-ма 
сср) 2 


Multiplicando por 2, encontramos 
1 РЕР. mene 
——«Va41—yn—4. 
TV RV 
19. Tomamos en la Қа del ejercicio (18) n.22,3, ..., n: 


y: суз. 


“ғ —<Vi-V3 


Sumando estas desigualdades, resulta 


ккк үзүрүн +үл-үў—1. 
п 
Agregando (а ambos miembros de la desigualdad, encontramos defini- 
tivamento 
m 
үз và 


l < 
үз 


«Vn ynui-y2. 
Observación. En el $ 1 del capítudo II hemos demostrado que 


oot 22091-20044, 


Tec 


Los números Уа У-У y 2V RF 1—2YV 2-4 1difieren uno 
del otro en үл de eie 44 de estos números puede scr 
considerado como ol valor aproximado de la suma 


1 1 
pie acm. 
vi V VP 
Soñalemos, sin demostrarlo, que el número 1/513 3—V 2 
difiere menos del número z, que el número 2/5 1-2ү2-и. 
20. La función -pyp toma valores negativos зі z< 0, 
Por consiguiente, esta función alcanza su valor máximo para valo- 


res positivos de z. 
Puesto que 


3 4 

ARS [1 э” И. 
s(t ) 

la función alcanza su valor máximo en с} mismo punto cn el que 


la función lees tiene su valor mínimo. Según ol problema 4 
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del $ 4 del capítulo II, el valor mínimo de esta función es igual а 
-3 


мў -3-і 3 
"ES “44”, 


3 
El valor máximo de la función = es igual a 


Para hallar cl valor máximo de Па función z9— 0,6210, tomemos 
y=x0, Está claro que у7>0. La función 


т 00 > 
y-08y * =06 (Fr % ) 


tiene como valor máximo (véase la observacion de la pág. 34) el 
número 


30 
+ 
ao 
10 6 
-- — ^ 
(5 ШЕ: =. 
6 


21. Tomando en este ejercicio y =}. obtenemos 
әле 
үз-ш- 5 oy. 
Del problema 4 del $ 4 dal capítulo И se desprende que el valor 


minimo de la función y *-+ay es igual а 
1 E 
А 5..9 (60) 5. 
(147) 407 == (037. 
ws 2, 
Poniendo i (до) = 2,5, obtenemos 


1 
5 


(42) * =2, 4а=32 y a=8 


(Homos ompleado la igualdad (27)). 
, 29. Puesto que 0:2 0, es a+4>1 y, por lo tanto, 


(ue), 


(2), 


Multiplicando por n!** estas desigualdades, encontramos 


(а) 1* > 219 4a) n*, 
(n— 1) + 5 лї+®— (4 о) nf. 
De aquí resulta 


140 iem ita pita 
nita (n —1) а (n4 1*7 иі 
Tha aeS [EI 
Escribamos estas desigualdades para n1, 2, 3. ..., н: 
ЖР yy 
E КЗЫ 


2 2394. aita 

E LENT Ed 

nita nyita ы (4942 із 
147 SEU ШЕЛ t 


Sumándolas, obtenemos 


La ИЕ 1+0 
n 24 | 294.3. жаба D Р СЭ d 
Tra іы. ES Tia Cu 
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24. De las desigualdades del ejercicio 23 se deduce que 


(t iym 

Do QE. a? ( +5) 
deba a "E Tre 

El miembro izquierdo de estas desigualdades es un número cons- 

lante Sa mientras que el miembro derecho tiende a ii 1 cean- 


don n а co. Por consiguiente, cl término incdio tiendo al. mismo 
límite, o sea, 


MEET ETE | 
Jm MI =1+2` 


25. Pongamos 
A d dead esed ds 


HT 
Odd scd. 
а; 
at, mt mati 
h D 
n= з=}. = 
£n 


ven megre 


En virtud de las designaldades (7), tenemos 


4 
abe, = ABCe ye! < АВС pues z 


ӘС тауға < АВС sabes : 


E 
абыс = АВСт, jua, < АЙС 33 


Sumándolas, encontramos 


А 
ауе 4-а... А-аас < АВС (nnn 1 


Ед y Өн. la 
3 
"Teniendo en cuenta nuestras desigaaciones, es fácil calcular que 
лз 
EXE „== 


nino yd ++... pami 
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Por consiguiente, 


аус + азоо {-..---аһбис„ < ABC (ғ 


ч 3) = Аю. 
Elevando al cubo ambos miembros de esta desigualdad, obten 
mos definitivamente 
(abies agbasa H -> 1-а аса)? << ABBICI= 
(aA agd. +4) (ARA EP GE Eb eee en. 


5 26. Consideremos las desigualdados (а) para distintos valores 
le n: 


In —— n 1 РЕ 


" жей 1 
A wur 


Ta < тт < In EID 
Sumando estas desigualdades, DAE 


EVENE nc) 4 ет 
In Ao. beg bebe 


as . EN xu] 


n ‘U kmi 

о ез, 

ía kn-+1 
n 


= (r44) < 


Si n tiende al infinito, entonces In (144) tiende a Ink y Inx 
k 
a (к + n—1 


) tiende al mismo límite, Por consiguiente, también 


lím (Lu +.. cx у= 


D n-4-1 


27. En virtud del teorema 6, 


EE. A +6) 
2—02 лері vy 1043 1330 
VÀ 1 1 1 
5-0 a раан: Жашы 
(УГ у). 
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КІ segundo sumando es negativo y mayor que — > 


2 
2>— 1,9. El primer sumando, de acuerdo con las desigualdades (28), 


satisfaco las desigualda: 


y 


low 1—7 meri) < 


2-у? 


Puesto que los miembros extremos de las últimas desigualdades 
difieren poco uno del otro (en menos de 0,4), resnlta que 
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25 1 1 1 
"EUG ъа tar] 
221 АРЕ d 
әл EN TEE: ды РЕ Е 7, 
zd mg ex) 4 В 
donde 
Р 
А, sal 
Ba 


El número 8, es la suma parcial de la сөгіс 
TES 


4 
bFer іші ыты 
22-2 Е 


Esta es.una serie 


alterna y los valores absolutos de sus términos 
decrecen monótonamente. El 


valor absoluto del resto de esta serio 


7" 


no supera el valor absoluto del primer término del resto, o sea mo 
1 


раза de 


x + Pero este número tiende a cero si n —> oo; 
—2 


por озо, F seric pa y 


с, 


--С es un infinitésimo. Ahora 


п, empleando lus 
Кел. (28), tenemos 


a 


‚Ош Kan 017 — (n 1 An < 


a 
< 


x len) -*— a! tj 


Como quiera que la diferencia entre los miembros extremos de esta 


desigualdad tiende hacia cero si n => co, resulta que ё, =An— 
1-a 
п 


es un infinitésimo Рог consiguiente, 


1 
"E EU 


2-5-с- Yn == — Cn, 


donde fj, = 8, +Yn es un li 
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